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Skad si¢ wzi¢lo slowo ‘matematyka’

Przyrostek grecki —ikos, w l.mnogiej —ika, wzmacnia slowo zasadnicze, obejmuje jego
stosowalnoscig wyzszy, szerszy krag, wzbogaca je o calos¢, o wszystko. W polszczenie
przyjeto postaé -ika lub —yka, poprzedzone spotgloska (by lepiej si¢ wymawiato) znajdujemy
je wtakich stowach jak etyka i polityka, akustyka i fizyka, elektronika i mechatronika,
lingwistyka, propedeutyka (z gr. propaideviein = uczy¢é poczatkow jakiej§ wiedzy).
Znajdujemy ten przyrostek takze w stlowie matematyka, ktére — wobec greckiego mathema =
poznanie — znaczy: wszystko o tym, co dajace si¢ nauczy¢; catos¢ wiedzy o poznaniu; nauka
0 poznaniu.

Niemal w kazdym jezyku europejskim stowo matematyka brzmi podobnie: mathematike po
grecku, mathematica po tacinie, mathematics po szwedzku i angielsku (popularnie skracane
do maths), (les) mathématiques po francusku, matematika po czesku i1 stowacku, po
wegiersku, litewsku, takze w jezyku stlowenskim i chorwackim, po baskijsku i rosyjsku oraz
serbsku (mamemamuxa), matamaitic po irlandzku. Wyjatkiem jest tu niderlandzki: wiskunde
to dostownie: wiedza pewna, niezawodna. Jako ciekawostk¢ odnotujmy, ze w suahili
(Tanzania, Kenia i Uganda) jest tak samo jak po polsku (matematyka), a w zulu (wschodnie
rejony RPA) to tibalo.

Wsrod wypowiedzi na temat tego, jak wazng jest matematyka, znajdujemy nastepujace:

e Liczby rzadza $wiatem. Liczba jest istota wszystkich rzeczy. (Pitagoras, 527-497
p.n.e.).

e Matematyka jest miarg wszystkiego (Arystoteles, 384-322 p.n.e.).

e Matematyka jest drzwiami i kluczem do nauki (Roger Bacon, 1214-94).

e Matematyka jest $wiatem (Leonardo da Vinci, 1452-1519).

e Matematyka jest alfabetem, przy pomocy ktorego Bog opisat swiat (Galileusz, 1564-
1642)

e Tyle jest w kazdym poznaniu nauki, ile jest w nim matematyki (Immanuel Kant, 1724-
1804).

e Matematyka jest to krolowa wszystkich nauk, jej ulubiencem jest prawda, a prosto$¢
i oczywistos¢ jej strojem (Jedrzej Sniadecki, 1768-1838)

e Matematyka zawiera w sobie nie tylko prawdg, ale i najwyzsze piekno-pigkno chtodne
1 surowe, podobne do pigkna rzezby (Bertrand Russell, 1872-1970)

e Temu, kto nie zna matematyki, trudno spostrzec glgbokie pigkno przyrody (Richard
Feynman, 1918-88)

e Bez matematyki, jestesmy $lepi (Alain Badiou, ur.1937).

Matematyka jest jedng znajstarszych dziedzin wiedzy ludzkiej. Od samego poczatku
zajmowata si¢ figurami geometrycznymi (i przez wieki stowo geometra bylo tozsame ze
stowem matematyk; odnotujmy, ze mathematicus w dawnej tacinie znaczylo to, co dzi$
astrolog, a jeszcze Kronecker parajacych si¢ matematyka zwal geometrami) i liczbami:
Arystoteles mowit, ze matematyka to nauka o liczbach. Mowi si¢, ze matematyka wyrosta
z geometrii, z rozwazan nad figurami 1 liczbami (dzi$ badania liczb obejmuje teoria liczb).

Z uplywem stuleci zajmowala si¢ coraz dalej idagcymi uogdlnieniami i stawata si¢ coraz silniej
nauka wyciggania wnioskow — Benjamin Peirce w 1.1870 ogtlosit: Mathematics is the science
that draws necessary conclusions. Wlasnie pod koniec XIX wieku nastgpita tzw.
aksjomatyzacja matematyki, jej formalizacja. Konieczno$¢ tej aksjomatyzacji wymusit sam
rozw0j matematyki, poglt¢biajac si¢ natrafita na paradoksy; paradoksem nazywamy zadanie,
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ktére ma rozwigzania sprzeczne. Przyktadowo paradoks Bertranda (opublikowany w 1888
roku) wymusit aksjomatyzacj¢ pojecia ‘prawdopodobienstwo’ (a wiec catej tej dziedziny
matematyki, ktérag nazywamy teorig prawdopodobienstwa, i ktora stanowi punkt wyjscia do
statystyki matematycznej).

Mimo ze Godel wykazal, iz nie jest mozliwa aksjomatyzacja catej matematyki (mowimy
o tym dalej), podejscie aksjomatyczne — jako ze nie znamy innego bardziej skutecznego — jest
powszechnie stosowane, a jego podstawowymi realizacjami jest aksjomatyka geometrii
euklidesowej i teoria zbiorow.
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Wyniki matematyki, czyli twierdzenia

Wyniki, jakie uzyskuje matematyka, zwane sa (rzadziej stwierdzeniami, powszechnie)
twierdzeniami. Zamiast stowa ‘twierdzenie’, w zaleznosci od woli jego autora i kontekstu,
w jakim wystepuje, uzywane bywaja stowa jak ‘fakt’, ‘lemat’ 1 ‘wniosek’. Twierdzenie jest
zdaniem oznajmujacym. Twierdzenie najczgsciej ma posta¢ implikacji:
jezeliz, tot,
gdzie litery z i ¢ reprezentujg odpowiednio zalozenie i teze. ROwnowazng konstrukcja jest
t,oilez,
t, gdy z.
Bywa tez do$¢ czgsto stosowany zapis
t, gdzie z,
zwlaszcza wtedy, gdy zatozenie z sprowadza si¢ do oznaczen.

Przyktadowo, twierdzenie Pitagorasa mozemy sformutowac na przyktad w nastepujace trzy
sposoby:
I. Jezeli a, b oznaczajg dlugosci przyprostokatnych dowolnego trojkata prostokatnego,
za$ ¢ — dlugo$é przeciwprostokatnej tego trojkata, to (zachodzi wzor) a* + b* = ¢
II. W trojkacie prostokatnym, w ktorym dlugosci przyprostokatnych sg rowne a, b,
ngltomziast 2dlugoéé jego przeciwprostokatnej wynosi ¢, ma miejsce rownosé
a +b =c".
. o>+ b* =%, gdzie a, b oznaczaja dlugosci przyprostokatnych dowolnego trojkata
prostokatnego, za$ b — dlugos¢ przeciwprostokatnej tego trojkata.
Odnotujmy, ze sam Pitagoras swe twierdzenie formutowat tak:
Suma kwadratéw pol zbudowanych na przyprostokatnych trojkata prostokatnego jest
réwna polu kwadratu zbudowanego na przeciwprostokatnej tego kwadratu.
W tym sformutowaniu termin ‘kwadrat zbudowany na odcinku’ oznacza kwadrat, ktérego
bokiem jest ten odcinek.

Sformutowanie Pitagorasa nazywamy geometrycznym, nie ma w nim jakichkolwiek oznaczen
literowych. Pierwszy znane wielko$ci (na przyktad dlugosci odcinkow, liczb) literami
oznaczyl Diofantos. Zyt on w Aleksandrii na przetomie III i IV wieku naszej ery, spod jego
piora wyszto 13-tomowe dzieto Arithmetica (zachowalo si¢ tylko szes¢ tomow). Rozwigzywat
w nim wiele konkretnych rownan algebraicznych (i nigdy nie zajmowat si¢ kwestig uzyskania
wzorow og6lnych), w szczegdlnosci w liczbach catkowitych. Pierre de Fermat odnotowal,
w r.1637 na marginesie edycji dzieta Diofantosa wydanej w r.1621, Ze nie ma rozwigzan
catkowitych a, b, c rOwnanie
an + bn — cn’

gdy n jest liczba naturalng wigksza niz 2. Co wigcej, Fermat dopisal: ,,.Znalaztem zaiste
zadziwiajgcy dowod tego twierdzenia. Niestety, margines jest zbyt maly by go pomiescic¢”
(Cubum autem in duos cubos, aut quadratoquadratum in duos quadratoquadratos, et
generaliter nullam in infinitum ultra quadratum potestatem in duos ejusdem nominis fas est
dividere: cujus rei demonstrationem mirabilem sane detexi. Hanc marginis exiguitas non
caperet) 1 tak rzeczony margines przeszedl do historii jako najstynniejszy margines $wiata.
Stwierdzenie zapisane przez Fermata nazwane zostato wielkim twierdzeniem Fermata i przez
niemal cztery stulecia pozostawato nieudowodnione. Wykazat je, w roku 1994, Andrew
Wiles (stosujac bardzo zaawansowane metody, w tym topologi¢ 1 funkcje eliptyczne, na 64
stronach druku formatu A4).
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Troche z historii liczb ujemnych

Diofant(os), uznawany jest za ojca algebry, wprowadzit do matematyki nie tylko oznaczenia
literowe, ale takze znaki réwno$ci = i odejmowania — oraz ulamki i liczby ujemne. Wczeséniej
liczby ujemne pojawity si¢ w Chinach (traktat Matematyka w dziewieciu ksiegach, Chiu
chang suan shu, 11 w. p.n.e). W Indiach wystepuja w liczacej 25 rozdzialdow rozprawie
Odstona wszechswiata — Brahmasphutasiddhanta (rok 628); jej autor, Brahmagupta,
zestawil w niej tablice wartosci funkcji sinus, podat sposob przyblizania, jakiego
uogolnieniem jest formuta Newtona-Stirlinga opracowana w roku 1687 i 1719) i postugiwat
si¢ cyfra 0. Do Europy zawitala ona, wraz z notacjg hinduska, dopiero w 1202 roku —
w ksiazeczce Liber abaci. Ztozyt ja Fibonacci, znany tez jako Leonardo Pisano, ktory takze
przywrécil do istnienia zapomniane na osiem wiekow, liczby ujemne ozyly w Europie za
sprawg Fibonacciego. W drugim wydaniu tej ksigzeczki, w r.1225, Fibonacci rozwazajac
pewne zadanie dotyczace dwoch kupcoéw uzyskal rownanie kwadratowe majace tylko jeden
pierwiastek dodatni i podjal rozwazanie drugiego pierwiastka, ujemnego, jako $wiadczacego
o tym, ze jeden z kupcéw jest dluznikiem (wczesniej zawsze odrzucano rozwigzanie ujemne
jako fatszywe).

Taka interpretacja ujemnego rozwigzania zdobyla sobie prawo istnienia w rozwazaniach
matematycznych. Wylozyt te interpretacj¢, na przyktad, Nicolas Chuquet — w pracy Triparty
en la science des nombres. Spisana w r. 1488, opublikowana zostata dopiero w 1870, ale jej
fragmenty zamiescit Estienne de La Roche w 1.1520 w podreczniku /'Arismetique; warto tu
od razu wspomnie¢, ze w tym podreczniku stosuje nam znane zapisy poteg i pierwiastkow
dowolnego stopnia naturalnego.

Po uptywie dwoch wiekoéw interpretacja rozwigzania ujemnego przenikneta do praktyki
kupieckiej, gdzie zaczeto stosowaé znaki + i— na oznaczanie nadwagi i niedowagi, zysku
1 straty. Znaki te, dotad zwigzane wylacznie z dodawaniem i odejmowaniem, zaistnialy jako
znaki liczb — po raz pierwszy w podrgczniku rachunkéw Behende und hupsche Rechnung auf
allen kauffmanschafft (autor: Johannes Widman, 1489).

Rachunek liczb uporzadkowat, jako pierwszy na §wiecie, Michael Stifel w pracy Arithmetica
integra (1544). Cho¢ objat tym rachunkiem takze liczby ujemne (definiowane przezen jako
mniejsze niz nic), to uwazat je za niemozliwe, nazwat je nawet liczbami absurdalnymi.

Jemu wspotczesny Geronimo Cardano (1501-76) nazywat je liczbami fikcyjnymi. Mimo tego
nie odrzucal istnienia rozwigzan ujemnych rownan algebraicznych stopnia 2 i 3. Odnotujmy
tu, ze Cardano znany jest ze wzoroOw nazwanych jego imieniem: ogltoszone w ksigzeczce Ars
magna, w 1., wzory Cardano to wzory na pierwiastki rOwnania algebraicznego stopnia 3.

Uzywane przez Diofanta oznaczenia literowe staty si¢ powszechniej uzywane dopiero za
sprawg Viety (Francois Viéte, 1540-1603), gdy literami oznaczyt niewiadome. Ten sam
Viete zawsze odrzucat rozwigzania ujemne roéwnan.



intro do wyktadéw.doc str. 5/17

Gleboko przekonany o tym, iz rownania nigdy nie maja rozwigzan ujemnych, byl Thomas
Harriot (1560-1621) — uczony wielkiej klasy:

a) obserwowal za pomoca lunety plamy stoneczne wczesniej niz Galileusz (Galileo
Gallilei, 1564-1642),

b) wykonat pierwsza mape Ksigzyca korzystajac z obserwacji okiem uzbrojonym;
pierwsza mape Ksiezyca nakreslit Leonardo da Vinci, 1452-1519, ale nie
dysponowatl teleskopem — pierwsze teleskopy pojawity si¢ w Anglii, skonstruowat je,
ok. 1570, Leonard Digges; w Europie kontynentalnej teleskopy rozpowszechnit je
dopiero Galileusz, przedstawiajac — wroku 1609 — wilasne ulepszenie przyrzadu
otrzymanego od nieznanego cztowieka,

c) 20 lat wezesniej niz Snellius, a wigc w 1601 roku, wykryl prawo zatamania $wiatla,

d) ustalit, Ze torem rzuconego ukos$nie ciala jest parabola.

Nawet wtedy, gdy liczby ujemne wreszcie zdobyly prawo obywatelstwa w matematyce
(1w catym $wiecie), byly traktowane podejrzliwie. Jeszcze Kartezjusz (René Descartes,
1596-1650), cho¢ zmuszony obiektywizmem uznawat istnienie ujemnych rozwigzan rownan
wielomianowych, rozwigzania te nazywat rozwigzaniami fatszywymi.

Ostatecznie status liczb ujemnych ustalit Isaac Newton (1643-1727) — w Arithmetica
universalis (jest to nieautoryzowany zbidr wyktadéw Newtona, wygloszonych w latach 1673-
83, spisanych przez nieznanych stuchaczy, opublikowany po raz pierwszy w 1.1707 i,
w przektadzie na angielski jako Universal arithmetick, 13 lat pdzniej) znajdujemy jego
stwierdzenie:

Quantitades vel affirmative sunt seu majores nihilo, vel negative seu nihilo minores
(Wielkosci bywaja badz dodatnie, czyli wigksze niz nic, bagdz ujemne, czyli mniejsze niz
nic; nic znaczy tu 0).
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Formalny zapis twierdzen

Twierdzenia zapisywane sa na og6l zuzyciem symboli matematycznych. Przyktadami
symboli s3:
a) znaki dodawania i odejmowania (+, —), rownosci (=), zawierania (c, <), alternatywy
(v) 1 implikacji (=),
b) kwantyfikatory: wielki, czyli ogdlny (V), oraz maty, czyli szczegdtowy (3),
c) symbole literowe, np. a, b, ¢ (0 czym juz mowilismy wyzej).

W twierdzeniu (mowi si¢ takze: w sformutowaniu twierdzenia) wystepuja wylacznie stowa,
ktérych znaczenie juz jest znane albo jest wlasnie definiowane. Przykladami takich stow sa:
punkt, prosta, ptaszczyzna, odcinek, liczba, liczba parzysta, liczba wymierna.

Pojecia pierwotne i aksjomaty

W matematyce wspolczesnej (ale takze i starozytnej — na przyktad w odniesieniu do geometrii
zwanej obecnie euklidesowq) przyjmuje si¢, ze pewne poj¢cia majg znaczenie same w sobie
(awiec nie wymagaja definicji) i ze maja one pewne wiasnosci (ktorych nie trzeba
potwierdza¢ w jakikolwiek sposob, nie trzba ich wykazywac); te pojecia nazywamy
(obiektami albo) pojeciami pierwotnymi, za$ te wlasnosci — aksjomatami, pewnikami.

W geometrii euklidesowej (tzn. w geometrii, ktorej podstawy, ujete w system aksjomatyczny,

zapisal Euklides okoto 300 r.p.n.e. w dziele Stoicheia, tj. Elementy; petny zestaw obiektow

pierwotnych i aksjomatow tej geometrii zestawit dopiero Dawid Hilbert — w roku 1889

w dziele Grundlagen der Geometrie)

— wsérod poje¢ pierwotnych znajduja si¢ punkt, prosta, plaszczyzna oraz (relacja:)
znajdowanie si¢ punktu mi¢dzy dwoma innymi,

—  wérod aksjomatow: aksjomat Archimedesa (dla danych odcinkéw AB i CD istnieje taka
liczba naturalna n, ze odktadajac n razy odcinek od punktu 4 na prostej AB uzyskamy
odcinek AFE, ktorego punkt koncowy, E, lezy poza odcinkiem AB) 1 pigty postulat
Euklidesa (przez punkt nie lezacy a prostej przechodzi doktadnie jedna prosta do niej
rownolegta).

W niniejszym kursie matematyki wsrod poje¢ pierwotnych znajdujg si¢ terminy ‘zbior’,
‘element zbioru’ 1 ‘przynalezno$¢ elementu do zbioru’ oraz ‘liczba naturalna’. Trzy
poczatkowe z nich, mianowicie ‘zbior’, ‘element zbioru’ 1 ‘przynalezno$¢ do zbioru’
(zapisywana z uzyciem znaku €, a wigc w postaci a € 4), s3 uznawane za pojecia pierwotne
w tzw. teorii zbiordw; z elementami tej teorii spotkamy si¢ nieco dale;.

Matematyke wspotczesng mozna zbudowaé na teorii zbiorow (proces ten zapoczatkowat
Georg Cantor, 1845-1918). W tym podejsciu definiuje si¢, na przyktad, czym sg liczby
naturalne (definiuje si¢ je jako moce odpowiednich zbiorow).
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Zbiory liczbowe

W naszym kursie nie wnikamy, co to jest ‘liczba naturalna’, uznajemy to pojecie za
pierwotne, przyjmujemy, ze nasza intuicja dostatecznie nam wyjasnia, co to jest ‘liczba
naturalna’. Mozemy powiedzie¢, ze podzielamy w tym wzgledzie zdanie Die ganzen Zahlen
hat der liebe Gott gemacht, alles andere ist Menschenwerk (Dobry Bog stworzyl liczby
naturalne, inne sq dzietem cztowieka), ktére wypowiedziatl Leopold Kronecker (1823-91).
W tym zdaniu uznat, iz ‘liczby naturalne’ istnieja odwiecznie, ze liczby naturalne sg jakie sa,
ze kazdy wie, czuje, co znaczy termin ‘liczba naturalna’, ze tego nie trzeba definiowac, ze
‘liczba naturalna’ jest pojeciem pierwotnym.

Wigcej, Kronecker stwierdzil w tym zdaniu, ze wszystkie inne liczby trzeba definiowac, bo
pojecia takie jak ‘liczba wymierna’, ‘liczba rzeczywista’, ‘liczba zespolona’, nie s3
pierwotnymi.

Wsrod zbioréw liczb, zjakimi bedziemy mieli do czynienia w kursie, znajdujemy zbiory,

ktére uporzadkowaé mozna relacjg zawierania (istotnego) jak nastgpuje:
NcNcZcQcAcCRcCcHCcCO;

sg tu wymienione kolejno: zbior liczb naturalnych, zbior liczb catkowitych nieujemnych,

zbidr liczb catkowitych, zbiér liczb wymiernych, zbidr liczb algebraicznych, zbidr liczb

rzeczywistych, zbiodr liczb zespolonych, zbior kwaternionow (czyli czwérek Hamiltona), zbior

oktoniondw (czyli 6semek Cayleya).

Elementy kazdego z tych zbiorow, za wyjatkiem dwdch ostatnich, nazywamy liczbami.

W matematyce wyzszej standardowo mowiac ‘liczba’ rozumiemy, ze jest to liczba zespolona;
zanim poznamy pojecie ‘liczba zespolona’ pod pojeciem ‘liczba’ rozumiemy standardowo
liczbe rzeczywista.

Oczywiscie, poza wymienionymi zbiorami spotyka¢ bedziemy inne zbiory liczbowe, czyli
zbiory, ktorych elementami sg liczby. Na przyktad nastepujace:
a) zbior liczb parzystych, czyli liczb catkowitych podzielnych (rozumie si¢: bez reszty)
przez 2, inaczej: zbior wielokrotnosci catkowitych liczby 2,
{...—4,-2,0,2,4,6,8,10,12, ...}

b) zbior liczb pierwszych, czyli liczb naturalnych takich, ze kazda z nich dzieli si¢ bez
reszty jedynie przez swe dzielniki trywialne (tymi sg 1 i ona sama); zbior ten to
{2,3,5,7,11,13,17, 19, 23, 29, 31, 37, 39, 41, 43, 47, 53, ....},

c) zbidr liczb trojkowych, czyli sum kolejnych liczb naturalnych,
{1, 1+2=3, 1+24+3=6, 1+2+3+4=10, 1+2+3+4+5=15, ...}.

d) zbidr reszt z dzielenia dowolnej liczby catkowitej nieujemnej przez 12,
{0,1,2,3, ..., 11}.



intro do wyktadéw.doc str. 8/17

Zalozenie, teza, twierdzenia odwrotne i przeciwstawne

Wyniki uzyskiwane przez matematyk¢ nazywane sg twierdzeniami (w dawniej polszczyznie
uzywano terminu ‘teorema’, ang. theorem). Twierdzenie jest wypowiedzig (w wysokim
stopniu sformalizowang), ktorg stosuje si¢ nie tylko w matematyce, ale takze we wszystkich
naukach $cistych; naukami $cistymi (a wigc naukami zajmujacymi si¢ badaniem otaczajacego
$wiata oraz konstruowaniem modeli abstrakcyjnych mogacych shuzy¢ do tego opisu) sa
informatyka fizyka, chemia, biologia, geografia fizyczna, astronomia).

Kazde twierdzenie sktada si¢ z dwoch zbiorow zdan, ktore laczy relacja implikacji
(o implikacji, czyli wynikaniu, méwimy nieco dalej). Zbiory tych zdan nazywa si¢
zalozeniem 1 tezg (rozwazanego twierdzenia).

Zalozenie stanowi wykaz warunkow, spetnienie ktorych implikuje, iz zachodzi teza (méwimy
takze ma miejsce teza; teza jest spelniona; teza jest p[prawdziwa]. Mowi si¢, ze zdania
sktadajace si¢ na zatozenie stanowig przestanki (do zaistnienia tezy; do prawdziwosci tezy).
Niekiedy zatozenia nie podaje si¢ explicite, zalozeniem wtedy jest cata dotychczasowa
wiedza matematyczna (w szczegdlnosci: zbidr pojec pierwotnych i aksjomatow). Przyktadem
takiego twierdzenia jest nast¢pujace (twierdzenie trywialne, natychmiast oczywiste):

Liczba naturalna jest liczbg wymierna.
Zapisane w postaci klasycznej, tzn. w postaci implikacji p = ¢, brzmi jak nastepuje:

Jesli liczba jest naturalna, to jest (takze) wymierna.

Teza stanowi istotng tres¢ wypowiadanego twierdzenia i bywa, ze zamiast stowa ‘teza
twierdzenia’ mawia si¢ krotko ‘twierdzenie’. Zreguly teza nie wynika bezposrednio
z zatozen, wynika ona z zatozen posrednio (a wigc udowodnienie tezy wymaga siegniecia do
innych twierdzen). W dbale sformutowanym twierdzeniu teza zachodzi dlatego, ze sa
spelnione wszystkie przestanki, natomiast pomini¢cie jakiejkolwiek z nich powoduje, Ze teza
nie jest spetniona.
Struktur¢ zdaniowa podobng do twierdzenia ma sylogizm (z greckiego syllogiosos =
konkluzja, wniosek). Od twierdzenia sylogizm rézni si¢ tym, ze jego zasadno$¢ (inaczej:
prawdziwos¢) jest natychmiast widoczna. Pierwszy przyktad sylogizmu podatl Arystoteles
(384-322 r.p.n.e. Wypowiedz ta, znana jako sylogizm Arystotelesa, jest nastgpujaca:

jesli kazde A jest B i kazde B jest C, to kazde A4 jest C.
Jest to wypowiedz oczywiscie prawdziwa — na przyktad w $wiecie liczb, tzn. gdy 4, B i C
oznaczajg liczby; uzywajac spojnikow logicznych zapisuje si¢ ja jak nastepuje

A=B &B=C=A4=C.

Na gruncie logiki matematycznej twierdzenie to pozostaje prawdziwe (stwierdzimy to
pbzniej) niezaleznie od tego, czy przestanki przedmiotowe;j tezy (przestankami tymi sg zdania
‘kazde 4 jest B” 1 ‘kazde B jest C’) sa prawdziwe czy nie.
Jak odnotujemy podzniej, na gruncie logiki sylogizmy sg tautologiami (o ktérych mowi sig, ze
sg tautologiami pierwszego rzedu, tzn. oczywistymi). Sylogizm Arystotelesa jest tautologia,
ktora nazywa si¢ prawem przechodniosci implikacji.

WezZmy pod uwage twierdzenie p = ¢q. W omawianym kontek$cie nazywamy zdanie

p=q twierdzeniem prostym,

q=>p twierdzeniem odwrotnym, albo przeciwnym, (do twierdzenia prostego),

~p = ~q twierdzeniem przeciwstawnym, kontrapozycja (twierdzenia prostego).
Jak zobaczymy po6zniej, twierdzenia proste i przeciwstawne sg sobie rownowazne (a wlasnie
sformutowana wypowiedz o réwnowaznosci tych dwoéch zdan nazywa si¢ prawem
transpozycji).
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W twierdzeniu p = ¢
p nazywamy zalozeniem twierdzenia, warunkiem dostatecznym na to, ze (zachodzi) g,
g nazywamy teza twierdzenia, warunkiem koniecznym (tego, ze zachodzi p).
Moéwimy przy tym, ze
jesli p, to g,
z p wynika ¢,
p implikuje g,
p pociaga g,
g pod warunkiem, ze p.

Twierdzenie wykorzystywane w dowodzie innego twierdzenia (i niejako specjalnie po to
sformutowane lub przywolywane) nazywa si¢ czesto lematem (do tego twierdzenia).
Twierdzenie wynikajgce — na og6t tatwo — z innego twierdzenia nazywa si¢ wnioskiem; tak
postrzegany wniosek jest sylogizmem.

Twierdzenie oczywiste (a wigc takie, ktore jest juz znane lub ktorego dowod jest —
w badanym obszarze — bardzo tatwy) nazywa si¢ twierdzeniem trywialnym lub faktem.
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Dedukcja i dowod bezposredni

Twierdzenia (w matematyce oraz pozostatych naukach $cistych) sa uzyskiwane (inaczej:
otrzymywane, dowodzone, uzasadniane, wyprowadzane) dedukcyjnie, czyli stosujac
dedukcje. Dedukcje te obdarza si¢ niekiedy przymiotnikiem ‘matematyczna’ i jest ona bodaj
najbardziej istotng cechg matematyki.
Dedukcja (ztac. deductio = wyprowadzam), inaczej: wnioskowanie, to rozumowanie,
w ktorym z przyjetych zalozen ize znanych juz twierdzen uzyskuje si¢ inne twierdzenia
stosujgc reguly wnioskowania, zwane tez schematami dowodzenia.
Podstawowymi schematami dowodzenia sg

a) dowod wprost (czyli bezposredni),

b) dowod nie wprost,

¢) dowdd indukceyiny.

Przyktadem dowodu bezposredniego jest udowodnienie twierdzenia
liczba podzielna przez 10 jest parzysta

jak nastepuje: Niech d oznacza dowolng liczbg podzielng (tzn. liczbe naturalng podzielng bez
reszty) przez 10. Znaczy to, ze istnieje liczba naturalna m taka, ze d= 10m.
Poniewaz 10=2-5, wigc d=(2-5)-m =5-2m) = 5w, gdzie w:=2m i, oczywiscie,
w € N. Na mocy definicji podzielnosci (przez 5: glosi ona, ze kazda liczba x
podzielna przez 5 daje si¢ zapisa¢ w postaci x = Sy, gdzie y w € N) liczba d dzieli si¢
przez 5. cnd.
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Dowadd nie wprost

Dowodzenie twierdzenia p = ¢ metoda nie wprost polega na wykazaniu nastgpujacej
implikacji
pA~q=0,

tzn. z zaprzeczenia tezy ¢, przy nadal obowigzujacym zatozeniu p, wynika fatsz. Inaczej

mowigc: zaprzeczenie tezy g implikuje sprzecznos¢ (z zatozeniem p). Prowadzajac dowod nie

wprost mowi si¢, ze doprowadza si¢ do sprzecznosci — po lacinie (a takze we wspodtczesnym
jezyku angielskim) reductio ad absurdum. Dowdd przeprowadzony metodg nie wprost
nazywa si¢ dowodem nie wprost, dowodem apagogicznym, dowodem sokratejskim.

Juz w Elementach Euklidesa znajdujemy dowdd nie wprost. Tak mianowicie dowodzi on

nastgpujace twierdzenie (ktére tu nazwijmy twierdzeniem FEuklidesa o liczbie liczb

pierwszych): istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych.

Oto dowod nie wprost (zapisany przez Euklidesa): Przypusémy, ze jest liczb pierwszych jest
skonczenie wiele, powiedzmy, ze jest ich n, 1 oznaczmy je przez pi, pa, ..., Pn
(naturalnym jest przyja¢ p1 =2, po=3,p3=5,pa= 17, ps =11 itd.). Wowczas liczba
p =pi-p2...pn + 1 jest naturalna i1 zadna z liczb pierwszych py, p», ..., p, nie dzieli jej
bez reszty. Znaczy to, ze p jest liczbg pierwsza. A ze nie znajduje si¢ ona w zbiorze
{p1, P2, ---» Pn}, Wigc uzyskaliSmy sprzeczno$¢ z naszym przypuszczeniem (brzmi
ono: ‘liczb pierwszych jestn’). Sprzecznos¢ ta dowodzi (na mocy =zasady
dowodzenia nie wprost), ze twierdzenie Euklidesa o licbie liczb pierwszych jest
prawdziwe. cnd.
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Dowod indukcyjny

Dowodzenie indukcyjne danego twierdzenia to dowodzenie, w ktorym stosuje si¢ indukcje
zupetng. Indukcja zupelna (takze: indukcja enumeracyjna zupelna, indukcja
wyczerpujaca, indukcja matematyczna; ang. mathematical induction, fr. raisonnement par
réecurrence, niem. vollstindige Induktion) to wnioskowanie, w ktorym przedmiotowa teze
uznaje si¢ za prawdziwg poprzez wykazanie, ze zachodzi ona we wszystkich mozliwych
przypadkach. Stosowac ja mozna tylko wtedy, gdy jesteSmy w stanie te wszystkie przypadki
sprawdzi¢, a minimalnym wymogiem tego sprawdzenia jest, by zbior tych przypadkow byt
przeliczalny (tzn. wszystkie elementy tego zbioru daja si¢ ustawi¢ w ciag; elementy tego
ciggu najczesciej identyfikuje si¢ kolejnymi liczbami naturalnymi).
Standardowe dowodzenie tezy T(n), tzn. ze jest prawdziwe zdanie 7(n), dla kazdego n € N,
polega na sprawdzeniu, ze zachodzi zdanie 7(1), ipokazaniu, ze dla dowolnego n € N
prawdziwg jest implikacja 7(n) = T(n+1). Dla klarownosci dalszego wyktadu nazwijmy
indeks n krokiem dowodowym.
Pierwszy dowdd indukcyjny przeprowadzit, w pracy Arithmeticorum libri duo w roku 1575,
Francesco Maurolico, gdy wykazal, ze suma n poczatkowych liczb nieparzystych jest
rowna n’.
Dla przyktadu wykazemy, stosujagc metode indukcji zupeinej, zdanie, ze dla kazdego
naturalnego n jest prawdziwe zdanie 7(n) brzmigce nastepujaco: suma s, kwadratow
kolejnych liczb naturalnych do n-tej wiacznie jest rowna

~_n(n+1)(2n+1)

n - 6 .

Uzywajac wlasnie wprowadzonych oznaczen widzimy, ze dowodzone twierdzenie to
wypowiedz

T(n) dla kazdego n € N, gdzie T(n) oznacza s, = w,.
_ 1A+1)(2-1+1) _q
6

a wigc s1 = wy, a to znaczy, ze zdanie 7(1) jest prawdziwe.

Zakladamy teraz, ze dla dowolnego n € N zachodzi zdanie T(n), tzn. ze s, = w,.
Zatozenie to nazywamy zatozeniem indukcyjnym i z tego zatozenia wywioskujemy,
ze prawdziwe jest zdanie dla nastgpnej wartosci kroku dowodowego, tzn. ze jest
prawdziwe zadanie T(n+1), tzn. ze s,:1 = wyr1. Poniewaz s, =sn+(n+1)2, wiec
(wobec zatozenia s, = w,,.)

Dlan =1 mamys; = 12 = 1, wy

5

2
Sp+1 =Wy, + (1),
czyli (na mocy znaczenia napisu wy)

+D(2n+1
Spt1 = n(n )6( ntl) +(n+1)2.
Wylaczamy (n+1) i zauwazamy, ze
2 2
n(2n+1) f(ntl) = (2n” +n) N 6(n+l) 2n~+7n+6 _(n+1)(2n+3) '
6 6 6 6
Zauwazamy, ze otrzymane wlasnie wyrazenie jest rowne wy+; 1 dlatego
Sn+1 = Wa+l,

a ta rownos¢ stanowi teze indukcyjna 7(n+1).
Na mocy zasady indukcji zupelnej jest prawda 7(n) dla kazdego n € N. cnd.
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Omawiajac indukcj¢ zupeing trzeba odnotowac:

a)

b)

(niejako wbrew swej nazwie) indukcja zupetlna jest w istocie rozumowaniem
dedukcyjnym (indukcja logiczng nazywa si¢ metoda tworzenia uogoélnien teorii na
podstawie doswiadczen 1 obserwacji zdarzen; jest wiec indukcja logiczna
rozumowaniem od szczegélu do ogoétu, podczas gdy indukcja matematyczna wijest
wnioskowaniem innym: od ogétu do szczegotu),

zasadno$¢ dowodzenia metoda indukcji zupelnej jest, we wspotczesnej matematyce
(a doktadniej: w arytmetyce), przyjmowana jako aksjomat; pewnik ten zwie si¢
aksjomatem indukcji zupelnej i wchodzi w sktad aksjomatow, jakie przedstawit
Giuseppe Peano (1858-1932).

Konieczno$¢ takiego podejscia wynikta z rozwazan, jakie przeprowadzit Kurt Godel (1906-
78). Godel jest najbardziej znany z twierdzenia o niezupetnosci (Uber formal unentscheidbare

Sdtze

der Principia Mathematica und verwandter Systeme, 1931); moéwi ono, iz

w aksjomatycznej teorii matematycznej zawierajacej pojecie liczb naturalnych mozna zawsze
sformutowac zdanie, ktorego w ramach tej teorii nie da si¢ ani udowodni¢, ani obali¢. Wynik
ten definitywnie zakonczyt proby aksjomatycznego ujecia catej matematyki. Z twierdzenia
Godla wynika, ze jest to zadanie niewykonalne. Wynika tez, ze matematyka nie jest i nigdy
nie bedzie naukg zamknigta, zakonczona.

Ze zbioru Humor (Marcin Owczarczuk, 2004)
Metody dowodzenia twierdzen:

dowdd przez oglad (fatwo widag),

dowdd przez potechtanie ambicji stuchaczy (to dla Panstwa jest proste),

dowdd iluzjonistyczny (zrobimy teraz takg matg sztuczke),

dowdd spychologiczny (Panstwo sprawdzg sami),

dowdd przez kalendarz (to byto w zesztym roku),

dowdd przez zastraszenie (albo Panstwo uwierzg na stowo, albo bede przez trzy
godziny dowodzit),

dowdd przez sztucce (a nuz wyjdzie),

dowdd teologiczny (diabli wiedzg jak to udowodnic),

dowdd przez zatozenie tezy,

dowdd cybernetyczny (automatycznie wynika, ze...)



intro do wyktadéw.doc str. 14/17

Logika matematyczna

Reguty wnioskowania te bada ten dziat matematyki, ktéry nazywa si¢ logika matematyczng.
Nazwa tej dziedziny nauki, logika, wywodzi si¢ z greckiego logikos (z akcentowang ostatnig
sylabg), co znaczy zgodny zrozumowaniem, ibezposrednio nawigzuje do stowa logos =
stowo.
Okreslenie logika matematyczna ma dwa znaczenia:

e nauka o ogdélnych prawach poprawnego wnioskowania,

e system dedukcyjny opisujacy to wnioskowanie.
Wyréznia si¢ logike klasyczng oraz logiki nieklasyczne, zwane tez logikami
wielowartosciowymi.

Przyktadem logiki wielowartosciowej jest logika trdjwartosciowa — opracowal ja Jan
Lukaszewicz (1858-1956). Logiki wielowarto§ciowe w praktyce stosowane sg rzadko, nigdy
na gruncie matematyki standardowe;j, i nie stanowig przedmiotu naszego zainteresowania.

Logika (klasyczna) rozwaza jedynie zdania prawdziwe i falszywe, a wigc wartosciowuje
kazda wypowiedz jako prawdziwg lub jako falszywa, stosujac tzw. rachunek zdan.

Zdania (logiczne) buduje si¢ ze zmiennych logicznych i operacji logicznych.

Zmienne logiczne s3 to wielko$ci, ktore nie moga przyjmowac jakiejkolwiek innej warto$ci
poza jedna z nastepujacych dwoch: falsz oraz prawda. Powszechnie oznacza si¢ je przez 0
(fatsz, nieprawda) 1 (prawda).

Wyréznia si¢ pie¢ podstawowych operacji logicznych. Oznaczane sg one znakami v, A, =,
&, ~. Cztery pierwsze ztych operacji logicznych s3 operacjami dwuargumentowymi.
Nazywamy je kolejno alternatywa (inaczej: sumg logiczng), koniunkcja (inaczej: iloczynem
logicznym), implikacja (inaczej: wynikaniem) i rdwnowazno$cig. Operacje te okreslamy
takze mianem ‘spojniki logiczne’. Ostatnia z tych operacji, oznaczana przez ~ (albo przez ’),
jest jednoargumentowa inazywa si¢ negacja. Tabele okre$lajace wartosci spdjnikow
logicznych i negacji maja postac, jaka nadat im Charles Anders Peirce (1839-1914).

Tabelki warto$ci podstawowych operacji logicznych
alternatywa | koniunkcja | implikacja, | réwno- negacja,
wynikanie | wazno$¢ | zaprzeczenie

Pl4q VAL P NG P =9 P =49 ~q
0]0 0 0 1 1 1

011 1 0 1 0

1]0 1 0 0 0

1|1 1 1 1 1

Zdanie, ktore ma warto$¢ prawda dla kazdego zestawu wartosci zmiennych logicznych
wchodzacych wto zdanie, nazywa si¢ tautologia albo prawem rachunku zdan.
Wspotczesng posta¢ klasycznemu rachunkowi zdan nadat Friedrich Ludwig Gollob Frege
(1848-1925).
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Zestaw czesciej uzywanych praw rachunku zda¢ podaje tabela.

nr | nazwa prawa: prawo
1 | tozsamosci p=p
2 | pozbywania implikacji p=>9<(pvyg
3 | pozbywania rOwnowaznosci peq) < {p=9) A(q@=p)
4 | podwdjnego przeczenia p & ~p
5 | przemiennosci alternatywy (pvqg = (@vVvp)
6 | przemiennosci koniunkcji pArg <= (@Ap)
7 | tacznosci alternatywy (pvgvrne(pvigvr))
8 | tacznosci koniunkcji pPAg)Ar<= pA(@AT)
9 | idempotentnosci alternatywy p<(@vVvp)
10 | idempotentnosci koniunkcji p (P Ap)
11 | rozdzielnosci alternatywy wzgl.koniunkcji | {(pv(gAar)y < {pvr)A(pVvr)}
12 | rozdzielno$ci koniunkcji wzgl. alternatywy | {(p A(gv )} < {pAr)v (p AF)}
13 | wylaczonego $rodka, tertium non datur pV~p
14 | sprzecznosci ~(p A ~p)
15 | pochfaniania dla alternatywy p=>@vVvy
16 | pochtaniania dla koniunkcji pAqg)=p
17 | zaprzeczenia alternatywy (1. prawo de Morgana) ~pAq)= (~pA~q)
18 | zaprzeczenia koniunkcji (2. prawo de Morgana) ~prqg) = (~pVv~q)
19 | zaprzeczenia implikacji ~(p=>q) <= (p A~q)
20 | Claviusa (~p=>p))=>p
21 | Dunsa Szkota (z falszu zawsze wynika prawda) ~p = (p = q)
22 | symplifikacji (z kazdego zdania wynika prawda) p=(q@=Dp)
23 | przechodniosci implikacji {(p=2r@=>n=>@P=r)
24 | transpozycji Pp=>2q9=CFp=>~q)
25 | modus tollendo tollens (zaprzeczam p zaprzeczajac q) {(p=>q9 A~q} = ~p
26 | modus tollendo ponens (potwierdzam g zaprzeczajac p) {(pv g A~p} =q
27 | modus ponendo tollens (zaprzeczam g potwierdzajac p) | {(~p v ~q) Ap} = ~q
28 | modus ponendo ponens (potwierdzam g potwierdzajac p) | {(p = g) Ap} = ¢
29 | redukcji do sprzecznosci, reductio ad absurdum ‘ {(p=2Ar(p=~q) =~
30 | Fregego ==t =2 =9 = =0}

Prawa 25-28 zwane s3 prawami Arystotelesa (Arystoteles, 384-322 r.p.n.e.), stanowig
bowiem formalny zapis regul, jakie stosowat ten wielki uczony, zracji miejsca swego
urodzenia nazywany Stagirita. Tautologia 28 nazywana jest krotko ‘modus ponens’ oraz
regulg odrywania.
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Dzialy matematyki

Matematyke mozna podzieli¢ na dwa wzajemnie przenikajace si¢ obszary:

e matematyke czysta,

e matematyke stosowang.

Matematyka czysta to studium zwigzkow zachodzacych miedzy abstrakcyjnymi
wielkosciami przeprowadzane za pomoca przyjetych regut (regutami tymi sg, jak wiemy,
prawa rachunku zdan). Obejmuje ona rézne dziaty, wsrod ktérych znajduja sie:

e arytmetyka (czyli teoria liczb naturalnych) i wyrosta z niej teoria liczb; Carl Friedrich
Gauss (1777-1855), zwany ksieciem matematykow, powiedziat: Die Mathematik ist
die Konigin der Wissenschaften und die Zahlentheorie ist die Konigin der Mathematik
(Matematyka jest krolowg nauk, a teoria liczb jest krolowg matematyki),
algebra (w tym algebra abstrakcyjna, a wigc teoria grup, przestrzenie Hilberta itd.),
geometria,
rachunek r6zniczkowy i catkowy,
topologia, czyli studium wtasnosci geometrycznych figur, ktére pozostajg niezmienne
przy dokonywaniu transformacji ciggtych (zwanych homeomorfizmami),

e teoria zbioréw, na gruncie ktorej w koncu wieku XIX podjeto aksjomatyzacje catej

matematyki.
Do matematyki stosowanej zalicza si¢ takie dzialy matematyki jak

e rachunek prawdopodobienstwa i statystyka,

e metody numeryczne,

e mechanika klasyczna,

e mechanika kwantowa,

e teoria wzglednosci.

Rozumiana potocznie matematyka to matematyka uzytkowa, czyli stosowana w tzw. zyciu
codziennym, a wigc przed wszystkim umiejetnos¢ wykonywania dziatan arytmetycznych (+,
—, -, /) 1 obliczania p6l obszarow, objetosci bryt itp. Poczatki matematyki uzytkowej sicgaja
Babilonii (okoto 2000 lat p.n.e.). W $wiecie techniki (a wigc dla studentéw i absolwentow
politechnik) matematyka uzytkowa to matematyka, ktora jest niezbedna, by opisac istniejace
oraz planowane przedsigwzie¢ inzynierskich (np. wyznaczenie naprezen w belce, napig¢ na
zaciskach obwodow elektrycznych), by materi¢ tak przeksztatca¢, aby finalny produkt
realizowal to, co zamierzone (np. most wytrzymywal obcigzenie, naci$nigcie przycisku
owocowato efektem oczekiwanym, a nie dowolnym).

Poczatki matematyki naukowej, czyli opartej na rozumowaniu logicznym (a nie
magicznym), znajdujemy w Grecji okoto roku 500 p.n.e., w szczegolnosci w 13-tomowym
dziele Stoicheia geometria (Elementy geometrii), ktorej autorem jest Euklides (ok. 365-300
r.p.n.e.). To on, odpowiadajac na zarzuty jednego z wtadcow, iz tak trudno jest nauczy¢ si¢
matematyki, odrzekt: un eivon Basiikrv drpomdv éni yeopetpiav (Nie ma krélewskiej drogi
do (poznania) matematyki; tac. Non est regia ad Geometriam via). Aksjomatyzacj¢ catosci
matematyki, a wigc sformutowanie jej w postaci systemu dedukcyjnego, podjeto w koncu
wieku XIX..

Trudno odpowiedzie¢ na pytanie: co to jest matematyka. Nie daja $cistej odpowiedzi na nie
takze R.Courant i H.Robbins w nazwanej tym pytaniem ksigzce (pierwsze wydanie w 1.1941),
wskazuja, ze istotnymi elementami matematyki sa logika i intuicja, analiza 1 konstrukcja,
uogolnianie i indywidualizowanie. Matematyke mozna okresli¢ (nawigzujac do jej rozwoju
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historycznym) jako nauke o liczhach ogolnych formach przestrzennych i o stosunkach
ilosciowych. Za Poincaré mozna powiedzie¢, ze jest ona sztukq nadawania takich samych
nazw roznym rzeczom (La mathématique est l’'art de donner le méme nom a des choses
différentes w ksiazce Science et méthode, 1908) 1 na miejscu jest tu przywotywanie relacji
réwnowaznos$ci (abstrahuje ona od cech nieistotnych w danym momencie rozwazan). Michat
Gromow, laureat Nagrody Abla 2009, powiedzial, ze matematyka jest sztuka znajdowania
wzorcow (Les mathématiques sont l'art de retrouver des archetypes).

Adam Marlewski, 2014-10-07

Reguta ogdlna:
Milcz albo méw rzeczy lepsze od milczenia. (Pitagoras, 570-495)

Cytaty o matematyce i matematykach:
Matematyka jest miarg wszystkiego. (Arystoteles, 384-322)
Do matematyki nie ma krélewskiej drogi. (Euklides, 365-300)

Matematyka jest drzwiami i kluczem do nauki. Aby zyska¢ pewno$¢ bez watpliwosci i czysta prawde,
trzeba oprzec nasze dociekanie na matematyce. (Roger Bacon, 1214-94)

Simplicibus itaque verbis gaudet Mathematica Veritas, cum etiam per se simplex sit Veritatis opatio
(Prawda matematyczna lubuje stowa proste, jako Ze takie s3 jezyk prawdy jest prosty sam w sobie)
(Tycho Brahe, 1546-1601)

Matematyka jest alfabetem, za pomoca ktoérego Bég opisat wszechswiat. Ksiega $wiata jest napisana w
jezyku matematyki. (Galileusz,1564-1642)

Prawa natury to nic wiecej niz matematyczne przemyslenia Boga. (Johannes Kupler, 1571-1630).

Matematyka jest nauka o porzadku i mierzeniu, o pieknych ciggach rozumowan, przejrzystg i tatwa.
(Kartezjusz, 1596-1650)

Aby zyska¢ korzy$¢ z poznania, jakie daje zrozumienie zjawisk, absolutnie niezbedng jest matematyka.
(Daniel Bernoulli, 1700-82)

Rachunek algebraiczny jest pewniejszy niz nasz osad (Leonard Euler, 1707-83)
Tyle jest w kazdym poznaniu nauki, ile jest w nim matematyki. (Immanuel Kant, 1724-1804)

Matematyka jest krolowa wszystkich nauk, jej ulubienncem jest prawda, a prostosc¢ i oczywistos¢ jej
strojem; ale przybytek tej Monarchini jest obsadzony cierniem, po ktorym przechodzic¢ trzeba; nie
ma on powabu, tylko dla umystéw, zamitowanych w prawdzie i lubigcych walczy¢ z trudno$ciami.
(Jan Sniadecki, 1756-1830)

Nie ma takiego dziatu matematyki, cho¢by najbardziej abstrakcyjnej, ktéry pewnego dnia nie znalaztby
zastosowania w opisie rzeczywistego $wiata. (Mikotaj Lobaczewski, 1792-1856)

Dobry Bég stworzyt liczby naturalne; inne sg dzietem cztowieka. (Leopold Kronecker, 1823-91)

Istota matematyki zawiera sie w jej wolnosci. (Georg Cantor, 1845-1918)

W nauce jest tyle wiedzy, ile w matematyce. (Henri Poincaré, 1854-1912)

Boga nie obchodza nasze problemy matematyczne. On catkuje empirycznie. (Albert Einstein, 1879-1955)

Nie do wiary, Ze matematyka, bedaca tworem mys$li ludzkiej, potrafi opisa¢ precyzyjnie Swiat . (Albert
Einstein, 1879-1955)

Dlaczego ludzie ucza sie matematyki? Aby naucza¢ matematyki innych. (Hugo Steinhaus, 1887-1972).

Kraj bez matematyki nie wytrzyma wspétzawodnictwa z tymi, ktérzy uprawiaja matematyke. (Hugo
Steinhaus, 1887-1972)

Nie zgadzam sie z matematyka. Uwazam, ze suma zer daje grozna liczbe. (Stanistaw Jerzy Lec, 1909-66)



